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PROGRE`S RE´CENTS SUR LES FONCTIONS NORMALES
[d’apre`s Green-Griffiths, Brosnan-Pearlstein, M. Saito, Schnell...]
par Franc¸ois CHARLES
INTRODUCTION
Ce texte a pour but de de´crire un certain nombre d’avance´es re´centes en the´orie de
Hodge concernant les valeurs limites de fonctions normales et les de´ge´ne´rescences de
jacobiennes interme´diaires.
Soit X une varie´te´ projective lisse sur le corps des nombres complexes. Ge´ne´ralisant
l’application d’Abel-Jacobi habituelle associant a` un diviseur homologiquement trivial
sur X un point de la jacobienne de X , Griffiths a construit dans [Gr68] une application
d’Abel-Jacobi pour les cycles de codimension quelconque homologues a` ze´ro a` valeurs
dans un tore complexe, la jacobienne interme´diaire de X . Quand X varie dans une
famille lisse au-dessus d’une base B, les jacobiennes interme´diaires varient elles aussi en
une famille lisse, et les familles de cycles fournissent des sections de cette fibration en
jacobiennes interme´diaires. Ces sections, qui ve´rifient une e´quation diffe´rentielle venant
de la proprie´te´ de transversalite´ de Griffiths, sont des cas particuliers de fonctions
normales.
La construction qui pre´ce`de est de nature transcendante : les jacobiennes in-
terme´diaires ne sont pas en ge´ne´ral des varie´te´s abe´liennes, et les fonctions normales
sont donc des fonctions seulement analytiques. En outre, pour les proble`mes de nature
globale, il est ne´cessaire de pouvoir travailler dans un contexte ou` la varie´te´ X ci-dessus
peut de´ge´ne´rer en une varie´te´ singulie`re. Se pose alors la question du comportement a`
la limite de la fibration en jacobiennes interme´diaires et des fonctions normales.
Dans le cas d’un pinceau de Lefschetz – donc d’une base de dimension 1 – ces
pre´occupations apparaissent de`s la preuve par Poincare´ de la conjecture de Hodge pour
les diviseurs. En direction de la conjecture de Hodge, le the´ore`me de Zucker sur les
fonctions normales [Zu76] donne une correspondance entre classes de Hodge dans la co-
homologie primitive de degre´ 2d d’une varie´te´ projective lisse complexe de dimension 2d
et certaines fonctions normales pour une compactification de la fibration en jacobiennes
interme´diaires associe´e a` un pinceau de Lefschetz.
Pour les cycles de codimension au moins 2, l’application d’Abel-Jacobi n’est pas
surjective en ge´ne´ral. La de´termination de son image est aujourd’hui une question lar-
gement ouverte. Il est bien connu que ce proble`me est un obstacle majeur dans l’e´tude
de la conjecture de Hodge par la me´thode du paragraphe pre´ce´dent.
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Depuis quelques anne´es, a` la suite d’un article de Thomas [Th05] puis d’un article,
fondamental pour les questions dont nous traitons, de Green et Griffiths [GG07], est
apparue l’ide´e de construire des cycles alge´briques en travaillant non pas avec un pinceau
de Lefschetz, mais avec la famille universelle des sections hyperplanes d’une varie´te´.
Comme Green et Griffiths l’ont mis en avant, travailler au-dessus d’une base de grande
dimension permet de faire apparaˆıtre des invariants, les singularite´s d’une fonction
normale, qui sont de torsion dans le cas d’une base de dimension 1. L’existence de
singularite´s qui ne sont pas de torsion est pre´dite par la conjecture de Hodge, et lui est
en fait e´quivalente.
Suivant ce cercle d’ide´es, l’e´tude des de´ge´ne´rescences des fonctions normales au-dessus
d’une base quelconque s’est de´veloppe´e de manie`re importante en quelques anne´es. Un
e´nonce´ particulie`rement frappant dans ce contexte est le suivant.
The´ore`me 0.1. — Soit ν une fonction normale admissible sur une varie´te´ alge´brique
complexe B. Alors le lieu d’annulation de ν est alge´brique.
Il s’agit d’un re´sultat de the´orie de Hodge. Dans le the´ore`me pre´ce´dent, une fonc-
tion normale admissible est la version abstraite d’une fonction normale venant de la
ge´ome´trie comme plus haut. L’alge´bricite´ du lieu des ze´ros ci-dessus contraste avec le
fait que la de´finition meˆme de fonction normale n’a de sens que dans un cadre analy-
tique et que le lieu des ze´ros de ν n’est a priori qu’un sous-ensemble analytique de X .
Nous expliquerons dans le cours du texte le lien entre les me´thodes de Green-Griffiths,
ainsi que les conjectures usuelles sur les cycles alge´briques, et le the´ore`me 0.1.
D’apre`s un the´ore`me de Carlson [Ca87], les jacobiennes interme´diaires parame`trent
des familles de structures de Hodge mixtes. Plus pre´cise´ment, si H est une structure
de Hodge polarise´e de poids strictement ne´gatif, la jacobienne interme´diaire J(H) est
en bijection canonique avec les structures de Hodge mixtes H ′ qui sont extension de
Z par H . Une telle extension est scinde´e si et seulement si H ′ contient une classe de
Hodge – c’est-a`-dire un e´le´ment de H ′ ∩W0H
′
Q ∩ F
0HC, ou` W est la filtration par le
poids et F la filtration de Hodge.
Via cette interpre´tation, le the´ore`me 0.1 est un re´sultat d’alge´bricite´ du lieu des
classes de Hodge dans l’espace total d’une variation de structures de Hodge mixte. En
ce sens, il est l’analogue d’un re´sultat ce´le`bre de Cattani, Deligne et Kaplan [CDK95] sur
l’alge´bricite´ du lieu des classes de Hodge dans l’espace total d’une variation de structures
de Hodge pures polarise´es de poids pair. De meˆme que le re´sultat de Cattani-Deligne-
Kaplan serait une conse´quence de la conjecture de Hodge, le the´ore`me 0.1 est relie´ aux
conjectures de Bloch et Beilinson sur l’existence d’une filtration sur les groupes de Chow
des varie´te´s alge´briques.
Pour de´montrer le the´ore`me 0.1, il suffit, c’est le the´ore`me GAGA de Serre [Se56], de
montrer que l’adhe´rence du lieu des ze´ros de ν dans une compactification alge´brique de
X est encore un sous-ensemble analytique. Dans une se´rie d’articles [BP1, BP2, BP3],
Brosnan et Pearlstein sont parvenus a` prouver ce re´sultat par une analyse fine de la
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the´orie de Schmid de´crivant en un certain sens les limites de familles de structures de
Hodge sur des produits de disques e´pointe´s, ainsi que de ses ge´ne´ralisations dues en
particulier a` Cattani, Deligne et Kaplan. Leur me´thodes n’e´tudient que le lieu des ze´ros
et ne de´crivent pas la de´ge´ne´rescence de la fibration en jacobiennes interme´diaires.
L’e´tude de cette de´ge´ne´rescence, et la recherche d’un mode`le de Ne´ron pour les fa-
milles de jacobiennes interme´diaires – en un sens a` pre´ciser plus tard – a e´te´ entre-
prise par Green, Griffiths et Kerr [GGK10], puis Brosnan, Pearlstein et Saito [BPS08],
ge´ne´ralisant des travaux ante´rieurs de Zucker [Zu76] et Clemens [Cle83]. Dans cette
direction, le re´sultat le plus puissant est duˆ a` Schnell [Sc12] qui construit un mode`le de
Ne´ron pour les familles de jacobiennes interme´diaires au-dessus d’une compactification
lisse quelconque de la base.
L’apport essentiel de la construction de Schnell est d’utiliser de manie`re efficace la
the´orie des modules de Hodge mixtes de Saito [Sa88, Sa90]. Ces derniers, qui jouent en
the´orie de Hodge le roˆle des faisceaux pervers ℓ-adiques pour les varie´te´s sur les corps
finis, fournissent ici des faisceaux cohe´rents e´tendant les fibre´s vectoriels qui permettent
de de´finir la fibration en jacobiennes interme´diaires. C’est eux aussi qui permettent a`
la construction de fonctionner au-dessus d’une base quelconque, quand la the´orie de
Schmid et ses ge´ne´ralisations ne sont en ge´ne´ral adapte´es qu’a` la situation ou` l’on
travaille sur un produit de disques e´pointe´s.
Le mode`le de Ne´ron construit par Schnell est suffisant pour donner une de´monstration
du the´ore`me 0.1. C’est celle-la` que nous esquisserons.
Il existe une troisie`me approche a` ce type de questions, dont nous ne parlerons pas,
de´veloppe´e principalement par Kato, Nakayama et Usui [KNU08, KNU10, KNU11,
KU09]. Dans cette se´rie d’articles, les auteurs montrent comment appliquer des
me´thodes de ge´ome´trie logarithmique a` l’e´tude des de´ge´ne´rescences de structures de
Hodge mixtes. Dans le cas ou` la de´ge´ne´rescence se produit au-dessus d’un diviseur
a` croisements normaux, on peut construire un mode`le de Ne´ron qui permette de
de´montrer le the´ore`me 0.1.
Les re´sultats de de´ge´ne´rescences e´voque´s ci-dessus font tous appel de manie`re fine
a` des calculs pre´cis sur les structures de Hodge limites. Les techniques introduites par
Schmid dans [Sc73] notamment orbites nilpotentes, the´ore`mes de l’orbite SL2, ainsi
que leurs variantes et leurs ge´ne´ralisations, jouent un roˆle dans les trois de´monstrations
mentionne´es plus haut. Il s’agit dans tous les cas d’obtenir des estime´es souvent de´licates
sur les normes de certaines solutions d’e´quations diffe´rentielles – correspondant aux
sections du syste`me local entier ou re´el sous-jacent a` une variation de structures de
Hodge – au voisinage d’une de´ge´ne´rescence.
Dans ce texte, nous avons choisi d’e´voquer un autre aspect du cercle d’ide´es en
question en nous concentrant sur le versant ≪ pervers ≫ de la discussion. Le formalisme
des faisceaux pervers et des modules de Hodge mixtes joue un roˆle crucial a` la fois dans
l’e´tude des singularite´s des fonctions normales et dans la construction du mode`le de
Ne´ron de Schnell.
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C’est pre´cise´ment cet aspect-la` qui est suffisamment fonctoriel pour travailler au-
dessus d’une base quelconque. En ce qui concerne les applications aux cycles alge´briques,
cela permet notamment de travailler avec la famille universelle des sections hyperplanes
d’une varie´te´ projective lisse donne´e, cas ou` le diviseur parame´trant le lieu des hypersur-
faces singulie`res est loin d’eˆtre a` croisements normaux. En particulier, la famille univer-
selle des hypersurfaces de degre´ donne´ de l’espace projectif est un exemple inte´ressant,
et les re´sultats de Schnell permettent de prolonger, en un sens, l’e´tude de la cohomo-
logie des hypersurfaces lisses, pour lesquelles la filtration de Hodge a e´te´ de´crite par
Griffiths [Gr69]. Une situation similaire est de´crite par le the´ore`me du support de Ngoˆ
[Ngoˆ10] qui, dans un cas tre`s particulier, de´crit les faisceaux pervers intervenant dans
le the´ore`me de de´composition pour la courbe plane universelle. En un certain sens, ces
re´sultats pre´cisent et e´largissent l’e´nonce´ du the´ore`me de de´composition de Beilinson-
Bernstein-Deligne-Gabber [BBD82] dans ce contexte.
Nous renvoyons a` [KP10] pour une autre exposition de´taille´e de la the´orie re´cente
des fonctions normales.
Le texte est organise´ comme suit. Dans la premie`re partie, nous rappelons brie`vement
la the´orie classique des fonctions normales, due a` Griffiths. La deuxie`me partie est
consacre´e aux questions d’alge´bricite´ de lieux de Hodge et a` des variations sur l’e´nonce´
du the´ore`me 0.1. La troisie`me partie est consacre´e a` l’utilisation – largement conjec-
turale – des fonctions normales dans la construction de cycles alge´briques. Apre`s avoir
de´crit le cas des pinceaux de Lefschetz et le the´ore`me de Zucker, nous introduisons la no-
tion de singularite´ d’une fonction normale, qui n’apparaˆıt, a` torsion pre`s, qu’au-dessus
d’une base de dimension supe´rieure, et nous expliquons, suivant [BFNP09], comment
l’existence de suffisamment de singularite´s pour les fonctions normales est e´quivalente a`
la conjecture de Hodge. Enfin, la dernie`re partie de ce texte est consacre´e a` la construc-
tion d’un mode`le de Ne´ron pour les familles de jacobiennes interme´diaires, suivant
Schnell. Nous de´crivons l’objet obtenu dans le cas de la courbe plane universelle en
utilisant le the´ore`me du support de Ngoˆ [Ngoˆ10] et donnons les grandes lignes de la
preuve du the´ore`me 0.1.
Tout au long de l’expose´, le corps de base est le corps des nombres complexes. Les
groupes de cohomologie singulie`re que nous aurons a` utiliser seront toujours conside´re´s
modulo leur sous-groupe de torsion.
Remerciements. Je tiens a` exprimer ma reconnaissance a` Christian Schnell pour
ses nombreuses re´ponses a` mes nombreuses questions. Je remercie Ge´rard Laumon de
m’avoir explique´ le the´ore`me du support de Ngoˆ dans le cas de la famille universelle
des courbes planes, ainsi que Matt Kerr et Olivier Benoist.
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1. LA THE´ORIE CLASSIQUE
Dans cette partie, on de´crit sans de´monstrations la the´orie classique de l’application
d’Abel-Jacobi et des fonctions normales. Sous cette forme, elle est essentiellement due
a` Griffiths. Nous nous concentrons sur le cas du poids −1, mais la plupart des e´nonce´s
valent mutatis mutandis pour les structures de Hodge de poids strictement ne´gatif.
1.1. Jacobiennes interme´diaires et application d’Abel-Jacobi
Soit H une structure de Hodge entie`re de poids −1. On note HZ le groupe abe´lien
sous-jacent, HC l’espace vectoriel complexe correspondant, et F
• la filtration de Hodge
sur HC.
Le poids e´tant −1, les sous-espaces F 0HC et son conjugue´ complexe F 0HC sont en
somme directe, et l’on a
HC = F
0HC ⊕ F 0HC.
Il re´sulte de cette de´composition que l’application canonique
HR ⊂ HC → HC/F
0HC
est un isomorphisme d’espaces vectoriels re´els. Cela signifie que le groupe abe´lien HZ
s’identifie a` un re´seau de l’espace vectoriel complexe HC → HC/F
0HC, et justifie la
de´finition suivante.
De´finition 1.1. — La jacobienne interme´diaire de H est le tore complexe
J(H) =
HC
F 0HC +HZ
.
Remarque 1.2. — Le point cle´ de la de´finition ci-dessus, celui qui permet de quotienter
par le groupe HZ et d’obtenir un espace topologique se´pare´, est pre´cise´ment le fait que
la filtration de Hodge soit oppose´e a` sa filtration conjugue´e. Cela se traduit ici par
l’e´galite´ F 0HC ∩ F 0HC = 0.
Il s’agit la` d’une proprie´te´ de nature analytique, qui n’est semble-t-il pas accessible
par la ge´ome´trie alge´brique seule, et dont la de´monstration fait appel a` la the´orie
des ope´rateurs diffe´rentiels elliptiques. Les estime´es ne´cessaires a` la construction des
mode`les de Ne´ron sont justement, on le verra, celles qui permettent de garantir la
proprie´te´ de se´paration.
Si X est une varie´te´ projective lisse et k un entier strictement positif, la construc-
tion pre´ce´dente s’applique au cas ou` H est le groupe de cohomologie singulie`re
H2k−1(X,Z(k)) muni de sa structure de Hodge canonique. On obtient ainsi la k-ie`me
jacobienne interme´diaire de X , note´e Jk(X).
Si k = 1, cette construction fournit le tore complexe sous-jacent a` la varie´te´ abe´lienne
Pic0(X), qui parame`tre les fibre´s en droite homologiquement triviaux surX . Si k est e´gal
a` la dimension de X , on retrouve la varie´te´ d’Albanese, qui parame`tre, elle, certaines
classes d’e´quivalence de ze´ros-cycles sur X .
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Dans le cas ge´ne´ral, la jacobienne interme´diaire est un objet de nature plus
myste´rieuse. En ge´ne´ral, si k est diffe´rent de 1 et de la dimension de X , il ne s’agit
pas d’une varie´te´ abe´lienne. En effet, a` l’exception de ces deux cas extreˆmes, une
polarisation de la structure de Hodge H2k−1(X,Z(k)) n’induit pas, pour des raisons de
signe, une polarisation du tore complexe Jk(X).
Dans la suite de l’expose´, nous expliquerons comment ge´ne´raliser la construction des
jacobiennes interme´diaires lorsque la structure de HodgeH varie et peut e´ventuellement
de´ge´ne´rer. Dans ce contexte, HC est remplace´ par un D-module holonome re´gulier
M. En ge´ne´ral, M n’est pas cohe´rent comme O-module, mais on dispose de sous-O-
faisceaux cohe´rents deM. C’est avec ceux-ci qu’il est plus facile de construire des objets
ge´ome´triques prolongeant les jacobiennes interme´diaires. Pour cette raison, nous aurons
besoin d’une de´finition diffe´rente, mais e´quivalente.
Proposition 1.3. — Soit H une structure de Hodge de poids −1. Soit Hˇ = H∨(1)
la structure de Hodge duale de H, normalise´e pour eˆtre de poids −1. La jacobienne
interme´diaire de H est canoniquement isomorphe au tore complexe
(F 0HˇC)
∨
HZ
.
Preuve — La filtration de Hodge sur HˇC est donne´e par la formule F
pHˇC =
{f : HC → C|f|F−pHC = 0}. Le re´seau entier HZ s’envoie dans (F
0HˇC)
∨ par bidualite´ et
restriction. Cela e´tant, on dispose d’un accouplement canonique
(F 0HˇC)⊗HC → C
qui passe au quotient pour donner un isomorphisme
HC
F 0HC
≃ (F 0HˇC)
∨
compatible a` l’inclusion de HZ des deux coˆte´s, ce qui de´montre la proposition.
Remarque 1.4. — Tout cela vaut encore si le poids est seulement strictement ne´gatif.
Dans ce cas, les jacobiennes interme´diaires ne sont cependant pas compactes en ge´ne´ral.
Ge´ne´ralisant la situation des diviseurs et des ze´ros-cycles, on peut de´finir des ap-
plications d’Abel-Jacobi a` valeurs dans les jacobiennes interme´diaires. E´tant donne´ un
cycle Z de codimension k sur X , c’est-a`-dire une combinaison formelle a` coefficients
entiers de sous-sche´mas re´duits de X de codimension k, la classe de cohomologie de
Z appartient au groupe H2k(X,Z(k)). Si Z est homologue a` ze´ro, on peut de´finir de
manie`re canonique l’image aj(Z) de Z dans la jacobienne interme´diaire Jk(X).
On peut montrer que l’application aj envoie les cycles rationnellement e´quivalents
a` ze´ro sur l’e´le´ment neutre de la jacobienne interme´diaire. L’application d’Abel-Jacobi
passe donc au quotient pour de´finir une application
aj : CHk(X)hom → J
k(X)
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de´finie sur le groupe de Chow des cycles homologues a` ze´ro dans X . C’est un morphisme
de groupes.
Pour k = 1, on retrouve l’application d’Abel-Jacobi pour les diviseurs. Il s’agit dans
ce cas d’une bijection. Si k est e´gal a` la dimension de X , on obtient l’application
d’Albanese. Cette application est surjective. Cependant, meˆme dans ce cas, le noyau
peut eˆtre tre`s gros comme l’a montre´ Mumford [Mu68]. En ge´ne´ral, le noyau comme
l’image de l’application d’Abel-Jacobi sont tre`s mal compris.
En un sens a` pre´ciser, l’application d’Abel-Jacobi est compatible a` l’action des cor-
respondances. Dans la suite de cette section, nous de´crivons les re´sultats de Griffiths
sur son comportement quand X et Z varient dans une famille analytique.
1.2. Variations de structures de Hodge
Soient B une varie´te´ analytique lisse et k un entier. Une variation de structures de
Hodge entie`re de poids k sur B est la donne´e
– d’un syste`me local HZ de groupes abe´liens libres sur B,
– d’un fibre´ vectoriel holomorphe H sur B muni d’une connection plate ∇,
– d’une filtration de´croissante F • de H par des sous-fibre´s vectoriels holomorphes.
La filtration ci-dessus est appele´e la filtration de Hodge. On exige en outre les pro-
prie´te´s et compatibilite´s suivantes :
– le syste`me local d’espaces vectoriels complexes HC obtenu a` partir de HZ est le
syste`me local des sections plates de H,
– en tout point b de B, la filtration de Hodge sur H induit, via l’identification ci-
dessus, une structure de Hodge de poids k sur la fibre en b, HZ,b,
– la filtration de Hodge satisfait la proprie´te´ de transversalite´ de Griffiths
∇(F pH) ⊂ F p−1H⊗ Ω1B/C.
La notion de variation de structures de Hodge est la version abstraite de l’objet
obtenu lorsque l’on conside`re la cohomologie relative d’un morphisme projectif et lisse
π : X → B. Dans ce cas, Deligne a prouve´ [De68] que le complexe Rπ∗Q dans la
cate´gorie de´rive´e est somme directe de ses objets de cohomologie Rkπ∗Q. La donne´e
du syste`me local Rkπ∗Q et du faisceau de cohomologie de de Rham relative H
k(X /B)
muni de la connexion de Gauss-Manin et de la filtration de Hodge donnent alors lieu a`
une variation de structures de Hodge.
Comme dans le cas des structures de Hodge, on dispose d’une notion de polarisation
pour les variations de structures de Hodge mixtes. Il s’agit simplement d’un accou-
plement compatible a` la connexion de Gauss-Manin qui induit une polarisation sur
les structures de Hodge au-dessus des points de B. Dans la suite, meˆme si nous ne
le mentionnons pas, nous ne conside´rerons que des variations de structures de Hodge
polarise´es.
1063–08
1.3. Fonctions normales
Soit H = (HZ,H) une variation de structures de Hodge polarise´e sur B, de poids
−1. La construction des jacobiennes interme´diaires en 1.1 se ge´ne´ralise au cas relatif
comme suit. Bien que la construction et la ve´rification de ses proprie´te´s soient aise´es,
l’importance de cette construction dans le cas ou` la variation de structures de Hodge
mixte est remplace´e par un module de Hodge nous ame`ne a` donner quelques de´tails.
La variation de structure de Hodge duale a` H , normalise´e pour eˆtre elle aussi de
poids −1, a pour fibre´ vectoriel sous-jacent le dual Hˇ de H. Comme dans la proposition
1.3, on dispose d’une fle`che naturelle
HZ →֒ (F
0Hˇ)∨
du syste`me local HZ dans le fibre´ vectoriel (F
0Hˇ)∨.
Soit pZ : TZ → B l’espace e´tale´ du faisceau HZ. C’est un espace analytique en groupes
sur B dont les sections s’identifient aux sections deHZ. De meˆme, soit T (F
0Hˇ) le spectre
relatif de l’alge`bre syme´trique sur le faisceau localement libre F 0Hˇ. L’espace T (F 0Hˇ)
est l’espace total du fibre´ vectoriel F 0Hˇ.
A` l’inclusion HZ →֒ (F
0Hˇ)∨ correspond une fle`che
ǫ : TZ → T (F
0Hˇ)
au-dessus de B, compatible aux structures de groupes.
Proposition 1.5. — Le morphisme ǫ est une immersion ferme´e.
Preuve — L’injectivite´ de ǫ se de´montre fibre par fibre, et vient de la construction
des jacobiennes interme´diaires de 1.1. Pour montrer que i est une immersion ferme´e, on
peut raisonner localement sur B et donc supposer que HZ est le syste`me local trivial.
Dans ce cas, TZ est simplement une union de´nombrable de copies de B indexe´e par le
groupe discret des sections globales de HZ. En particulier, la restriction de pZ a` chaque
composante connexe de TZ est propre, ce qui implique que la restriction de ǫ a` chaque
composante connexe de TZ est propre. La restriction de ǫ a` chacune des composantes
connexes de TZ est donc une immersion ferme´e. L’injectivite´ globale de ǫ permet de
conclure.
Ce qui pre´ce`de permet de construire le quotient d’espaces analytiques en groupes
J = T (F 0Hˇ)/TZ. Ses fibres sont les jacobiennes interme´diaires des fibres de la variation
de structures de Hodge H . Puisque ǫ est une immersion ferme´e, il est facile de ve´rifier
que J est lisse sur B.
De´finition 1.6. — L’espace analytique J → B est la fibration en jacobiennes in-
terme´diaires associe´e a` H.
Ce qui pre´ce`de permet d’introduire la notion de fonction normale. Supposons d’abord
donne´ un morphisme projectif lisse X → B. La cohomologie de degre´ 2k−1 des fibres de
X fournit, apre`s un twist de Tate convenable, la fibration en jacobiennes interme´diaires
Jk(X )→ B.
1063–09
Si maintenant Z est une famille de cycles de codimension k de X au-dessus de B, dont
la restriction a` chaque fibre est homologiquement triviale, l’application d’Abel-Jacobi
donne´e fibre par fibre comme en 1.1 fournit une section holomorphe ν de Jk(X )→ B.
La section ν est le prototype d’une fonction normale.
En ge´ne´ral, les fonctions normales sont des sections holomorphes de la fibration
en jacobiennes interme´diaires J → B. Comme dans le cas des variations de struc-
tures de Hodge, les fonctions normales venant de la ge´ome´trie ve´rifient une e´quation
diffe´rentielle, c’est la condition d’horizontalite´ – dont nous verrons plus tard qu’il s’agit
d’une forme mixte de la transversalite´ de Griffiths.
Nous ne de´finissons pas la condition d’horizontalite´ dans ce paragraphe, pre´fe´rant
la repousser a` la section 2.2. Les fonctions normales sont par de´finition les sections
holomorphes horizontales de J → B.
Dans le cas, qui nous inte´resse tout particulie`rement, ou` B est le comple´mentaire
dans une varie´te´ analytique lisse d’un ferme´ analytique, El-Zein et Zucker [EZZ84],
Kashiwara [Ka86] et Saito [Sa96] dans un contexte plus ge´ne´ral, ont isole´ une condition
d’admissibilite´ pour les fonctions normales qui impose des conditions de croissance
mode´re´e a` l’infini. Bien qu’elle soit importante techniquement, nous avons choisi de ne
pas de´finir cette notion et nous parlerons librement de fonctions normales admissibles.
2. LIEUX DE HODGE – QUESTIONS D’ALGE´BRICITE´
Dans cette section, nous essayons de motiver l’e´nonce´ du the´ore`me 0.1 et en donnons
quelques variantes.
2.1. Le the´ore`me de Cattani-Deligne-Kaplan
Une re´fe´rence particulie`rement agre´able pour ce qui vient est l’article [Vo].
Soit B une varie´te´ quasi-projective lisse, et soit π : X → B un morphisme projectif et
lisse. Soit k un entier. Nous conside´rons dans ce paragraphe la variation de structures
de Hodge de poids pair 2k associe´e a` R2kπ∗Z.
Soit b un point de B, et soit h un e´le´ment de H2k(Xb,Z). On dit que h est une classe
de Hodge si l’image de h dans H2k(Xb,C) appartient a` F
kH2k(Xb,C). Le transport
paralle`le associe a` h un e´le´ment canonique du groupe H2k(Xb′ ,Z) pour tout point b
′
dans un petit voisinage – simplement connexe – de b dans B. Le lieu de Hodge T de h
dans B est le lieu des points b′ comme ci-dessus ou` h reste une classe de Hodge – de
manie`re e´quivalente, ou` h reste dans F kH2k.
Il re´sulte du fait que la filtration de Hodge varie de manie`re holomorphe que T est le
germe d’un sous-ensemble analytique de B. Cependant, la conjecture de Hodge pre´voit
plus. Rappelons que celle-ci pre´dit que les classes de Hodge sont exactement, a` un
multiple entier pre`s, les classes de cohomologie des cycles alge´briques. Supposons-la
ve´rifie´e. Dans ce cas, le lieu de Hodge T est le lieu des points b′ de B ou` le transport
paralle`le de h est une classe de cycle. Un argument simple, utilisant le the´ore`me de Baire,
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montre alors qu’il existe une famille de cycles sur X au-dessus de B dont la projection,
au voisinage de b, contient T comme composante irre´ductible. En particulier, T est le
germe d’une sous-varie´te´ alge´brique.
C’est ce re´sultat que prouvent de manie`re inconditionnelle Cattani, Deligne et Kaplan
dans [CDK95].
The´ore`me 2.1. — Soit H une variation de structures de Hodge polarisable de poids
pair sur une varie´te´ alge´brique complexe B. Les lieux de Hodge associe´s a` H sont des
germes de sous-ensembles alge´briques de B.
La signification ge´ome´trique et arithme´tique de l’e´nonce´ pre´ce´dent a e´te´ explore´e par
Voisin dans [Vo07, Vo].
Dans ce qui suit, nous expliquons pourquoi le the´ore`me 0.1 est l’analogue dans le cas
mixte du the´ore`me pre´ce´dent, et nous expliquons pourquoi les conjectures de Bloch et
Beilinson motivent le re´sultat d’alge´bricite´ dans ce cadre.
2.2. Fonctions normales et variations de structures de Hodge mixtes
Nous commenc¸ons par un re´sultat de Carlson [Ca87].
Proposition 2.2. — Soit H une structure de Hodge entie`re de poids −1. Il existe une
bijection canonique entre la jacobienne interme´diaire J(H) et le groupe des extensions
de structures de Hodge mixtes Ext1MHS(H,Z) qui parame`tre les extensions
0→ H → H ′ → Z→ 0.
Preuve — Nous montrons simplement comment associer a` toute extension comme
ci-dessus un e´le´ment de J(H). Conside´rons une telle suite exacte. Dualisant, et tordant
par Z(1), on obtient une extension de structures de Hodge mixtes
0→ Z(1)→ Hˇ ′ → Hˇ → 0.
Les morphismes de structures de Hodge e´tant stricts, on a F 0Hˇ ′C ≃ F
0Hˇ .
Soit h′ un e´le´ment de H ′Z s’envoyant sur 1 ∈ Z. L’e´le´ment h
′ est bien de´fini modulo
le groupe HZ. Il de´finit par bidualite´ un e´le´ment de (F
0Hˇ ′C)
∨ ≃ (F 0Hˇ)∨, qui est donc
bien de´fini modulo HZ. La proposition 1.3 fournit bien un e´le´ment de J(H).
Remarque 2.3. — Dans ce qui pre´ce`de, on pourrait remplacer H par une structure de
Hodge mixte entie`re dont tous les poids sont strictement ne´gatifs.
La proposition pre´ce´dente se combine a` 1.3 et montre que, dans le cas ou` H est
une famille de structures de Hodge de poids −1 au-dessus d’une base B, les sections
holomorphes de la vibration en jacobiennes interme´diaires J(H) correspondent aux
familles de structures de Hodge mixtes qui sont extension de la structure de Hodge
constante Z par H . Ici, par famille de structures de Hodge mixtes nous entendons une
donne´e comme au de´but de 1.2, munie en outre d’une filtration croissante par le poids,
et soumise aux meˆmes compatibilite´s.
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Cela permet de de´finir simplement la condition d’horizontalite´ de 1.3 pour une section
holomorphe ν de J(H). Une telle section ν de´finit une famille de structures de Hodge
mixtes H ′ au-dessus de B. On dit que ν est horizontale si H ′ est une variation de
structures de Hodge mixtes, c’est-a`-dire si H ′ ve´rifie la condition de transversalite´ de
Griffiths.
Dans [Ka86, Sa90], Kashiwara et Saito – dans le contexte des modules de Hodge
mixtes – ont de´gage´ une condition d’admissibilite´ pour les variations de structures de
Hodge mixtes. Dans [Sa96], Saito montre qu’une fonction normale est admissible si et
seulement si la variation de structures de Hodge mixtes correspondante l’est.
Remarque 2.4. — Suivant la remarque 2.3, on peut de´finir des fonctions normales as-
socie´es a` n’importe quelle variation de structures de Hodge mixtes dont les poids sont
strictement ne´gatifs. C’est dans cette ge´ne´ralite´ que le the´ore`me 0.1 est vrai. Le cas pur
est l’objet de ce texte, et nous nous concentrons sur le cas du poids −1. Le cas mixte
est une conse´quence du the´ore`me 2.9 ci-dessous.
2.3. Alge´bricite´ du lieu de Hodge pour une variation admissible de struc-
tures de Hodge mixtes
Le paragraphe pre´ce´dent montre en quel sens le the´ore`me d’alge´bricite´ 0.1 est un
analogue mixte du the´ore`me de Cattani, Deligne et Kaplan.
De´finition 2.5. — Soit H une structure de Hodge mixte. On dit qu’un e´le´ment h de
HZ est une classe de Hodge si h appartient a` W0HQ∩F
0HC, ou` W• est la filtration par
le poids et F • est la filtration de Hodge.
Remarque 2.6. — A` un twist de Tate pre`s, il s’agit des meˆmes classes de Hodge qu’en
2.1.
Remarque 2.7. — Par de´finition, les classes de Hodge dans H s’identifient aux mor-
phismes de structures de Hodge mixtes de la structure de Hodge Z dans H .
De manie`re tautologique, on trouve :
Proposition 2.8. — Soit H une structure de Hodge de poids −1. Soit x un point de
J(H) et soit
0→ H → H ′ → Z→ 0
l’extension de structures de Hodge mixtes associe´e. Alors x est nul dans J(H) si et
seulement si H ′ contient une classe de Hodge qui s’envoie sur 1 dans Z. De meˆme,
x est un point de torsion de J(H) si et seulement si H ′ contient une classe de Hodge
non nulle.
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Ce qui pre´ce`de montre que le lieu des ze´ros d’une fonction normale est pre´cise´ment une
union de´nombrable de lieux de Hodge pour la variation de structures de Hodge mixtes
associe´e. Le the´ore`me 0.1 est en ce sens une version du the´ore`me 2.1 pour certaines
variations de structures de Hodge mixtes admissibles qui apparaissent par extension de
Z par une variation pure de poids −1. En fait, la combinaison de 0.1 et 2.1 donne en
toute ge´ne´ralite´ le re´sultat suivant.
The´ore`me 2.9. — Soit H une variation de structures de Hodge mixtes sur une varie´te´
alge´brique complexe B. Supposons H admissible et polarisable. Alors le lieu de Hodge
pour H est une re´union de´nombrable de sous-ensembles alge´briques de B.
Preuve — Sans perte de ge´ne´ralite´, on peut supposer que la graduation par le poids
est de´finie sur Z. Quitte a` remplacer H par W0H , on se rame`ne au cas ou` les poids de
H sont tous ne´gatifs.
Soient maintenant b un point de B et h une classe de Hodge dans Hb. L’image de h
dans GrW0 Hb =W0H/W−1Hb est une classe de Hodge dans la structure de Hodge pure
GrW0 Hb. Par 2.1, le lieu de Hodge de l’image de h dans Gr
W
0 Hb est un sous-ensemble
alge´brique de B. Quitte a` restreindre a` ce dernier, on peut donc supposer que l’image
de h GrW0 Hb est une classe de Hodge au-dessus de B tout entier.
L’action de monodromie sur GrW0 Hb respecte une polarisation, qui est de´finie (positive
ou ne´gative) sur l’espace des classes de Hodge. Cela implique que l’orbite de h dans
GrW0 Hb sous la monodromie est finie. On peut donc supposer que h est invariant par la
monodromie, et correspond donc a` un morphisme de la famille de structures de Hodge
constante Z dans GrW0 H .
On dispose d’une extension de structures de Hodge mixtes
0→W−1H → H → Gr
W
0 H → 0.
Tirant en arrie`re par le morphisme Z → GrW0 H induit par h, on peut maintenant
supposer que H se place dans une suite exacte
0→W−1H → H → Z→ 0.
Par de´vissage et par re´currence sur les poids qui apparaissent dans W−1H , on se
rame`ne facilement au cas ou`W−1H est une variation admissible de structures de Hodge
qui est pure (de poids strictement ne´gatif). Le the´ore`me 0.1 permet de conclure graˆce
a` 2.2 et la remarque 2.4.
2.4. Remarques sur l’alge´bricite´ et le noyau de l’application d’Abel-Jacobi
Dans ce paragraphe, on se place dans un cadre ge´ome´trique. Nous discutons
brie`vement de quelques liens, mis d’abord en e´vidence par Bloch et Beilinson, entre
certaines conjectures ge´ne´rales sur les groupes de Chow et le the´ore`me 0.1. Nous
renvoyons aux articles [Be87, Bl10, Ja94] pour des de´tails sur ces conjectures. Certains
aspects de ce lien sont aborde´s dans [Ch10].
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Soit d’abord X une varie´te´ projective lisse sur C. Bloch et Beilinson ont conjecture´
l’existence d’une filtration de´croissante F • sur les groupes de Chow CHk(X)Q de X
a` coefficients dans Q. Cette filtration permet d’interpre´ter le the´ore`me de Mumford
[Mu68] sur le noyau de l’application d’Abel-Jacobi pour les ze´ros-cycles sur les surfaces.
Rappelons que ce dernier montre que l’existence d’une structure de Hodge non-triviale
sur le second groupe de cohomologie d’une surface implique que ce noyau est trop gros
pour eˆtre parame´tre´ par une varie´te´ alge´brique.
Une filtration de Bloch-Beilinson sur CHk(X)Q doit eˆtre finie, fonctorielle, compatible
aux correspondances, et doit ve´rifier notamment que le gradue´ GriFCh
k(X)Q doit eˆtre
controˆle´, en un certain sens, par le groupe de cohomologie H2k−i(X,Q). Nous renvoyons
a` [Ja94] pour une discussion de´taille´e des proprie´te´s d’une telle filtration.
La filtration de Bloch-Beilinson devrait provenir de la suite spectrale
Ep,q2 = Ext
p
MM(C)(1, h
q(X)(k)) =⇒ HomDb(MM(C))(1, h(X)(k)[p+ q]).
Dans ce qui pre´ce`de, MM(C) est la cate´gorie (conjecturale) des motifs mixtes sur C.
Pour p+q = 2i, l’aboutissement de cette suite spectrale est le groupe de Chow CHk(X)
par un the´ore`me de Voevodsky [MVW06]. Pour des raisons de poids, la suite spectrale
devrait de´ge´ne´rer en E2 ⊗Q, d’ou` la filtration de Bloch-Beilinson.
Si le terme F 1CHk(X)Q est clair – c’est le noyau de l’application classe de
cycles a` valeurs dans H2k(X,Q(k)) – le terme F 2CHk(X)Q est moins bien com-
pris. Il semble raisonnable de s’attendre a` ce que ce terme soit exactement le
noyau de l’application d’Abel-Jacobi. C’est en tout cas ce que sugge`re le fait que
Gr1FCh
k(X)Q = F
1CHk(X)Q/F
2CHk(X)Q ne de´pende que de la cohomologie de X en
degre´ 2k − 1.
Si c’est le cas, et puisque la filtration de Bloch-Beilinson est unique si elle existe,
ce noyau doit eˆtre invariant sous l’action des automorphismes de C. Cela e´tant, un
argument e´le´mentaire montre que, dans la situation ge´ome´trique, le lieu des ze´ros d’une
fonction normale doit eˆtre un sous-ensemble alge´brique de la base. Cela se fonde sur le
fait qu’une re´union de´nombrable de sous-ensembles analytiques d’une varie´te´ alge´brique
globalement invariante par les automorphismes du corps C est en fait re´union de sous-
ensembles alge´briques.
En fait, cet argument ne repose que sur la proprie´te´ suivante. On a vu plus haut que
l’annulation d’une fonction normale e´tait cause´e par l’existence de certaines classes de
Hodge dans une variation de structures de Hodge mixtes. Dans le cas ge´ome´trique, cette
dernie`re vient elle aussi de la ge´ome´trie, et vient donc avec une version e´tale ℓ-adique.
On peut dans ce cas se demander si les classes de Hodge en question sont absolues
suivant la de´finition de Deligne [De82], voir aussi [CS11]. Si c’est le cas, l’argument
pre´ce´dent s’applique et montre l’alge´bricite´ du lieu des ze´ros.
Pour conclure cette partie, on peut remarquer que le the´ore`me 0.1, ainsi que la version
du the´ore`me 2.1 de Cattani, Deligne et Kaplan, prouvent en fait un re´sultat plus fort
que ce qui est pre´vu par les conjectures usuelles sur les cycles alge´briques. En effet, le
1063–14
the´ore`me 0.1 montre non seulement que les composantes du lieu des ze´ros d’une fonction
normale sont alge´briques, mais il montre en outre que ces composantes sont en nombre
fini. De meˆme, le the´ore`me 2.9 admet une version plus forte dans laquelle est prouve´e
une condition de finitude en fonction d’une polarisation.
Comme explique´ dans [Vo, 7.3], les contre-exemples a` la conjecture de Hodge entie`re
rendent cet e´nonce´ de finitude pour le the´ore`me 2.1 assez myste´rieux. De la meˆme
fac¸on, nous ne connaissons pas d’explication motivique de la finitude du nombre de
composantes du lieu des ze´ros d’une fonction normale venant de la ge´ome´trie.
3. FONCTIONS NORMALES ET CYCLES ALGE´BRIQUES
3.1. Le the´ore`me des fonctions normales et la conjecture de Hodge pour les
diviseurs
Dans ce paragraphe, nous de´crivons la me´thode qu’utilise Poincare´ pour de´montrer
la conjecture de Hodge pour les diviseurs, ainsi que sa ge´ne´ralisation suivant Zucker
[Zu76]. Une re´fe´rence pour les classes de cohomologie de fonctions normales est [Vo02].
Soient B et X deux varie´te´s quasi-projectives lisses, et soit π : X → B un morphisme
plat. Soient B l’ouvert de B au-dessus duquel π est lisse, et X l’ouvert de X correspon-
dant. Dans ce paragraphe, on se restreint au cas ou` la base B est de dimension 1. On
suppose la dimension de X paire et e´gale a` 2n.
Soit k un entier, et soit α ∈ H2n(X ,Z(n)) une classe de Hodge. On suppose que la
restriction de α aux fibres lisses de π est triviale. La fibration Jn(X /B)→ B admet une
sous-fibration constante venant de la jacobienne interme´diaire de l’espace total. Notons
J → B la fibration quotient. Il s’agit de la fibration en jacobiennes interme´diaires
associe´e au quotient de la cohomologie des fibres en degre´ 2n − 1 par l’image de la
cohomologie de l’espace total X .
On peut associer a` la classe de cohomologie α une fonction normale qui est une section
de J . Cela peut se voir de la manie`re suivante. Au-dessus de B, on dispose de la varie´te´
X ×B munie de la seconde projection. Le morphisme
Id× π : X → X × B
est une immersion ferme´e au-dessus de B. Soit ψ : U → B l’ouvert comple´mentaire. Via
la suite exacte ouvert-ferme´ comple´mentaire relative et le fait que la partie de poids k
de la cohomologie de X en degre´ k est l’image de la cohomologie de X, on obtient une
suite exacte de structure de Hodge mixtes
H2n−1(X ,Z(n))⊗ ZB → R
2n−1π∗Z(n)→ R
2n−1ψ∗Z(n)→ H
2n(X ,Z(n))⊗ ZB ,
ou` ZS est la structure de Hodge constante sur B. Tirant en arrie`re par la classe de α,
qui est dans l’image de la dernie`re fle`che car elle se restreint a` ze´ro sur les fibres de π, on
obtient une extension de structures de Hodge mixtes qui de´finit, par 2.2, une fonction
normale να pour J . Il est montre´ dans [Sa96] que να est admissible.
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Supposons maintenant que π soit le morphisme obtenu a` partir d’un pinceau de
Lefschetz de sections hyperplanes sur une varie´te´ projective lisse X en e´clatant le lieu
de base du pinceau. Pour fixer les ide´es et simplifier les notations, supposons en outre
que la cohomologie de X soit nulle en degre´ 2n−1. Dans ce cas, J est la fibration Jn(X )
et να correspond a` une extension de structures de Hodge mixtes
0→ R2n−1π∗Z(n)→ H
′ → Z→ 0.
De´finition 3.1. — La classe de cohomologie [να] de να est l’image de 1 dans le groupe
H1(B,R2n−1π∗Z(n)) par la suite exacte longue venant de l’extension pre´ce´dente.
Remarque 3.2. — Cette de´finition vaut telle quelle pour une fonction normale associe´e
a` une variation de structure de Hodge de poids −1 quelconque.
On peut montrer, en chassant les diagrammes, que la classe [να] s’obtient a` partir
de α par la suite spectrale de Leray. Graˆce au the´ore`me de Lefschetz fort, cela montre
que να de´termine α. En outre, si α est la classe de cohomologie d’un cycle Z, on peut
montrer que να est bien la fonction normale associe´e a` Z par l’application d’Abel-Jacobi
relative.
Ce qui pre´ce`de sugge`re la me´thode suivante pour de´montrer la conjecture de Hodge
pour α : on peut espe´rer, dans certains cas, que les jacobiennes interme´diaires des fibres
de π parame`trent des cycles alge´briques sur les fibres. La fonction να parame`tre alors
une famille (a priori holomorphe) de cycles sur les fibres de π. L’espace total de cette
famille est alors un candidat pour un cycle dont la classe de cohomologie serait α.
Cette strate´gie se heurte a` deux proble`mes. Le premier est d’assurer effectivement
que les jacobiennes interme´diaires parame`trent des cycles alge´briques. Cela est faux
en ge´ne´ral, de`s que n est strictement supe´rieur a` 1. C’est un obstacle majeur pour la
conjecture de Hodge, et correspond au fait que l’image de l’application d’Abel-Jacobi
pour les cycles de codimension supe´rieure est tre`s mal connue.
Meˆme dans le cas ou` le proble`me ci-dessus ne se pose pas, en particulier dans le cas
de la conjecture de Hodge pour les diviseurs sur les surfaces, le proble`me se pose de
montrer que la famille holomorphe de cycles ainsi obtenues est en fait alge´brique. Par
[Se56], ce proble`me est essentiellement e´quivalent a` celui de prolonger la fibration J
et la section να. Sans hypothe`se sur n, c’est ce qui est re´alise´ dans [Zu76, EZZ84] –
toujours dans le cas d’un pinceau de Lefschetz.
Dans cette situation, on peut construire une compactification de J au-dessus de B de
la manie`re suivante. Soit H l’extension canonique de Deligne [De70] du fibre´ vectoriel
H = H2n−1(X /B)(n) de cohomologie de de Rham relative. Il s’agit d’un fibre´ vectoriel
canonique tel que la connexion de Gauss-Manin sur H s’e´tende en une connexion a`
poˆles logarithmiques sur H.
La filtration de Hodge s’e´tend a` H – c’est e´le´mentaire dans ce cas car B est de
dimension 1. Soit TZ l’espace e´tale´ du faisceau j∗R
2n−1π∗Z(n), ou` j est l’inclusion de
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B dans B, et soit T l’espace total du fibre´ H/F 0H. On peut montrer que l’on a une
injection TZ →֒ T au-dessus de B prolongeant l’inclusion de la proposition 1.5.
De´finition 3.3. — L’extension de Zucker de la famille de jacobiennes interme´diaires
J → B est le quotient
JZ(R2n−1π∗Z(n)) = T/TZ.
Les deux re´sultats qui suivent correspondent au ≪ the´ore`me sur les fonctions nor-
males ≫de Zucker.
Proposition 3.4. — L’espace analytique JZ(R2n−1π∗Z(n)) est se´pare´.
Remarque 3.5. — La de´finition ci-dessus est valable en toute ge´ne´ralite´, au-dessus no-
tamment d’une base de dimension quelconque, pourvu que le comple´mentaire de B
dans B soit un diviseur a` croisements normaux. Cependant, la se´paration de l’exten-
sion de Zucker, cruciale pour les applications, n’est vraie que dans le cas d’un pinceau
de Lefschetz. En effet, elle est fausse en ge´ne´ral [Sa96, GGK10] mais vaut de`s que les
monodromies locales T satisfont (T − 1)2 = 0 comme prouve´ dans [Zu76].
Proposition 3.6. — Il existe un entier non nul m tel que la fonction normale mνα
se prolonge en une section de l’extension de Zucker de J .
Nous pre´ciserons la signification ge´ome´trique de l’entier m un peu plus bas.
Ces deux re´sultats permettent de de´montrer la conjecture de Hodge pour les diviseurs
par la me´thode de´crite ci-dessus : pour n = 1, on obtient, apre`s multiplication par
m, une famille de diviseurs de degre´ ze´ro sur les fibres de π qui s’e´tend de manie`re
holomorphe – c’est la conjonction de la proprie´te´ d’extension de la fonction normale
et de la se´paration de JZ . Par [Se56], la famille est alge´brique, et son espace total
fournit un diviseur de X , qui est celui pre´dit par la conjecture de Hodge via les diverses
compatibilite´s mentionne´es ci-dessus.
3.2. Singularite´s des fonctions normales
Nous introduisons ici la notion de singularite´ d’une fonction normale, suivant [GG07,
dCM09, BFNP09]. Il s’agit d’un invariant qui n’apparaˆıt qu’au-dessus d’une base de
dimension au moins 2, pour des raisons que nous expliquerons.
Soient B une varie´te´ analytique lisse, B un ouvert de B,H une variation de structures
de Hodge de poids −1 et ν une fonction normale admissible pour J = J(H). On note
comme plus haut HZ le syste`me local sous-jacent a` H .
Soit d la dimension de B, et notons j l’inclusion de B dans B. Si E est un syste`me
local sur B et si b est un point de B, on note Hk(E)b le groupe limite projective des
Hk(U ∩B,E), ou` U parcourt les voisinages ouverts de b dans B. Autrement dit, on a
Hk(E)b = H
k({b}, i∗Rj∗E)
ou` i est l’inclusion de {b} dans B.
La de´finition suivante est due a` Green et Griffiths dans [GG07].
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De´finition 3.7. — La singularite´ σZ,b(ν) de ν en b est l’image de [ν] dans H
1(HZ)b.
On note σb(ν) son image dans H
1(HQ)b.
Ici [ν] est la classe de cohomologie de ν de´finie en 3.1. La singularite´ de ν mesure
la non-trivialite´ topologique au voisinage de b de l’extension de syste`mes locaux sous-
jacente a` l’extension de structures de Hodge mixtes correspondant a` ν. Bien entendu,
elle est nulle si b appartient a` B.
C’est dans le contexte des faisceaux pervers qu’il faut envisager la notion de sin-
gularite´ d’une fonction normale. Cela ne´cessite en particulier de travailler avec des
coefficients rationnels. Nous ne rappelons pas les e´le´ments de la the´orie et renvoyons a`
[BBD82, dCM] pour la notion de faisceau pervers et pour le the´ore`me de de´composition
de Beilinson-Bernstein-Deligne-Gabber.
Le syste`me local HQ de´finit un faisceau pervers HQ[d]. Son extension interme´diaire
j!∗HQ[d] est un faisceau pervers, c’est le complexe d’intersection IC(HQ). On note
IHk(HQ)b la cohomologie d’intersection associe´e en b. On a par de´finition
IHk(HQ)b = H
k−d({b}, i∗IC(HQ)),
d’ou` une fle`che
IHk(HQ)b → H
k(HQ)b.
On peut montrer que cette fle`che est injective pour k = 1.
Notre but est maintenant d’esquisser la preuve du re´sultat suivant, de´montre´ dans
[BFNP09, dCM09].
The´ore`me 3.8. — La singularite´ σb(ν) appartient a` l’image de IH
1(HQ)b dans
H1(HQ)b.
On trouve en particulier :
Corollaire 3.9. — Le lieu des points b de B tel que σb(ν) est non nul est de codi-
mension au moins 2 dans B. En particulier, si B est de dimension 1, la singularite´
σZ,b(ν) est de torsion pour tout point b de B.
Preuve du corollaire — Puisque IC(HQ) est un faisceau pervers, le support
de H1−d(IC(HQ)) est de codimension au moins 2. On conclut par l’injectivite´ de
IH1(HQ)b → H
1(HQ)b.
Remarque 3.10. — La notion de singularite´ permet de comprendre les questions de
prolongement de fonctions normales a` l’extension de Zucker comme en 3.1 : une fonction
normale (admissible) se prolonge au mode`le de Zucker si et seulement si ses singularite´s
sont nulles. En particulier, l’entier m de la proposition 3.6 est le pgcd des ordres des
singularite´s locales. Cela vaut encore dans le cas ou` le comple´mentaire de B dans B
est un diviseur a` croisements normaux. Dans ce cas, la singularite´ peut n’eˆtre pas de
torsion et aucun multiple de la fonction normale ne se prolonge a` l’extension de Zucker.
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L’existence de singularite´s qui ne sont pas de torsion est pre´dite par la conjecture de
Hodge. Nous le verrons plus bas.
Preuve du the´ore`me—Nous ne donnons que les grandes lignes de la de´monstration.
Soit
0→ HQ → H
′ → Q→ 0
l’extension de syste`mes locaux de Q-espaces vectoriels sur B induite par la fonction
normale ν.
Conside´rons le complexe de faisceaux pervers
0→ IC(HQ)→ j!∗H
′[d]→ Q[d]→ 0
obtenu par extension interme´diaire. On va montrer que ce complexe est exact. Pour des
raisons ge´ne´rales, le foncteur j!∗ pre´serve injections et surjections de faisceaux pervers.
C’est une conse´quence formelle de l’exactitude a` gauche de pj∗ et de l’exactitude a`
droite de pj!.
Pour montrer l’exactitude de tout le complexe ci-dessus, il faut raisonner avec des
poids. Comme on le verra dans la section suivante, c’est le formalisme des modules
de Hodge mixtes de Saito qui est adapte´ dans ce cadre. Dans le cas ge´ome´trique, ou`
ν est une fonction normale venant d’une famille de cycles homologues a` ze´ro sur une
base alge´brique, [BBD82] fournit, apre`s tensorisation par Qℓ et par spe´cialisation de la
situation a` un corps fini, la notion de poids ne´cessaire. Nous parlerons donc librement
de poids et de purete´ pour HQ et H
′, au prix d’un abus de langage.
Le syste`me local HQ[d] est pur de poids −1 par hypothe`se, et Q[d] est pur de poids 0.
Par conse´quent, le complexe d’intersection IC(HQ) est pur de poids −1. Les poids de
j!∗H
′[d] sont donc 0 et −1. Conside´rons le gradue´ GrW0 j!∗H
′[d]. La fle`che GrW0 j!∗H
′[d]→
Q[d] est surjective comme mentionne´ plus haut, ce qui permet d’e´crire
GrW0 j!∗H
′[d] = Q[d]⊕D
ou` D est supporte´ sur le comple´mentaire de B dans B. Mais on dispose d’une surjection
j!∗H
′[d]→ GrW0 j!∗H
′[d]→ D.
Comme j!∗H
′[d] n’a pas de quotient non trivial supporte´ sur le comple´mentaire de B
dans B, on trouve D = 0 et GrW0 j!∗H
′[d] = Q[d]. De meˆme, GrW−1j!∗H
′[d] = IC(HQ), ce
qui ache`ve de prouver l’exactitude du complexe ci-dessus.
Il est maintenant facile de conclure la preuve. La classe de l’extension
(1) 0→ IC(HQ)→ j!∗H
′[d]→ Q[d]→ 0
donne, en localisant en tout point b de B un e´le´ment σ de IH1(HQ)b. D’autre part, son
tire´ en arrie`re par j∗ est l’extension venant de ν. Il en re´sulte que l’image de σ dans
H1(HQ)b est σb(ν), ce qui conclut.
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3.3. La conjecture de Hodge et la famille universelle des sections hyper-
planes d’une varie´te´
Avant d’e´noncer le re´sultat principal de cette section, nous aurons besoin d’une
ge´ne´ralisation de 3.1. Soit X une varie´te´ projective lisse complexe de dimension 2n.
Soit L un fibre´ en droite tre`s ample sur X . Soit P l’espace projectif |L|. On dispose
de la varie´te´ d’incidence X associe´e a` la paire (X,L), dont les points sont les couples
(x, f) ou` x est un point de X et f un point de P tel que f(x) = 0. Soient p et π les
projections de X sur X et π respectivement. La fle`che p : X→ X est un fibre´ projectif.
Soit X∨ la varie´te´ duale de X , et soit P le comple´mentaire de X∨ dans P . Le mor-
phisme π est lisse au-dessus de P par de´finition. Notons H la variation de structures de
Hodge de poids −1 sur P associe´e a` R2n−1π∗Z(n), et J → P le quotient de la fibration
en jacobiennes interme´diaires J(H) par la jacobienne interme´diaire Jn(X) de X . Le
proce´de´ de 3.1 permet, si α est une classe de Hodge dans H2n(X,Z(n)), d’associer a` α
une fonction normale να sur J . Les singularite´s des fonctions normales associe´es a` la
fibration constante J(X) e´tant nulles comme on le ve´rifie sans difficulte´, on conside´rera
les singularite´s σp(να) de να comme des e´le´ments de IH
1(HQ)p graˆce au the´ore`me 3.8.
Le but de cette section est d’esquisser la preuve du the´ore`me suivant, d’apre`s [GG07,
BFNP09, dCM09]. Son sens est double. D’une part, bien que l’application d’Abel-Jacobi
ne soit pas surjective en ge´ne´ral, ce qui comme on l’a vu rend difficile l’application a`
la conjecture de Hodge de l’e´tude des fonctions normales associe´es aux pinceaux de
Lefschetz, il montre que l’e´tude des fonctions normales au-dessus d’une base de grande
dimension permet d’aborder la construction de cycles alge´briques. D’autre part, il met
en avant, par sa de´monstration, l’importance dans le contexte de la conjecture de Hodge
du the´ore`me de de´composition de [BBD82], et prolonge en ce sens le the´ore`me 3.8.
The´ore`me 3.11. — Les deux e´nonce´s suivants sont e´quivalents.
1. La conjecture de Hodge vaut pour toutes les varie´te´s projectives lisses complexes.
2. Si X est une varie´te´ projective lisse complexe de dimension 2n munie d’un fibre´ en
droites tre`s ample L, et si α est une classe de Hodge primitive dans H2n(X,Z(n)),
on peut, quitte a` remplacer L par Lk pour un entier k assez grand, trouver un
point P de P tel que la singularite´ σp(να) soit non nulle.
Preuve—On va montrer que le deuxie`me e´nonce´ implique le premier. Notons d’abord
qu’un argument impliquant le the´ore`me de Baire permet de re´duire la conjecture de
Hodge en degre´ 2n aux varie´te´s de dimension 2n. On raisonne par re´currence, et on
suppose la conjecture de Hodge de´montre´e en tous degre´s jusqu’a` 2n− 2.
Commenc¸ons par appliquer le the´ore`me de de´composition a` π. On obtient une
de´composition dans la cate´gorie de´rive´e
(2) Rπ∗Q[2n] ≃
⊕
i
pH i(Rπ∗Q[2n])[−i]
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du complexe Rπ∗Q en somme de ses faisceaux de cohomologie perverse. Soient d
la dimension de P et j l’inclusion de P dans P . Au-dessus de P , il s’agit de la
de´composition donne´e par la de´ge´ne´rescence de la suite spectrale de Leray [De68], et
l’on a j∗ pH i(Rπ∗Q[2n]) = R
i+2n−d(π|P )∗Q[d].
Conside´rons le faisceau pH i(Rπ∗Q[2n]). Il se de´compose suivant le support strict. En
particulier, il contient comme facteur direct l’extension interme´diaire de sa restriction
a` P , soit IC(Ri+2n−d(π|P )∗Q).
Ce qui pre´ce`de permet d’exprimer les groupes
H−i(IC(Ri+2n−d(π|P )∗Q)) = IH
−i+d(Ri+2n−d(π|P )∗Q)
comme facteurs directs de H2n(X,Q). De meˆme, si p est un point de P , la fibre de (2)
en p permet d’exprimer les
H−i(IC(Ri+2n−d(π|P )∗Q))p = IH
−i+d(Ri+2n−d(π|P )∗Q)p
comme facteurs directs de H2n(Xp,Q).
Bien entendu, ces expressions comme facteurs directs ne sont pas canoniques, car la
de´composition (2) ne l’est pas. Ne´anmoins, la fle`che
H2n(X,Q)→ IH0(R2n(π|P )∗Q)
est bien de´finie – elle vient de la suite spectrale de foncteurs compose´s pour π et le fonc-
teur sections globales. Notons que le faisceau R2n(π|P )∗Q est constant par le the´ore`me
de Lefschetz fort. La fle`che ci-dessus correspond a` la restriction d’une classe de coho-
mologie aux fibres lisses de π.
Si α est une classe de primitive comme dans le second e´nonce´ du the´ore`me, son
image dans IH0(R2n(π|P )∗Q) est nulle par hypothe`se. Pour la meˆme raison, son image
dans IH1(R2n−1(π|P )∗Q) est bien de´finie. On peut ve´rifier qu’il s’agit de la classe de
l’extension (1) dans la preuve du the´ore`me 3.8.
On peut appliquer le meˆme raisonnement a` la cohomologie de Xp. La restriction de la
classe de α a` H2n(Xp,Q) a une image nulle dans le groupe IH
0(R2n(π|P )∗Q)p, et de´finit
par conse´quent un e´le´ment canonique de IH1(R2n−1(π|P )∗Q)p. D’apre`s ce qui pre´ce`de,
cet e´le´ment est la singularite´ σp(να) de la fonction normale να en p.
Supposons la conjecture de Hodge fausse. Par le the´ore`me de l’indice de Hodge et
par le the´ore`me de Lefschetz fort, on peut dans ce cas trouver une classe α qui soit
d’intersection nulle avec tout cycle alge´brique de dimension n sur X .
Supposons maintenant que σp(να) soit non nul pour un point p de P . Alors la restric-
tion de α a` Xp est non nulle. Par hypothe`se de re´currence, et quitte a` travailler sur une
re´solution des singularite´s de Xp, cette restriction est une classe de cycle alge´brique de
codimension n non nulle d’apre`s la discussion ci-dessus. En particulier, on peut trouver
sur une de´singularisation de Xp un cycle alge´brique de dimension n d’intersection non-
nulle avec α|Xp. L’image de ce cycle dans X a une intersection non nulle avec α, d’ou`
la contradiction cherche´e.
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Nous ne de´montrons pas l’affirmation re´ciproque. Elle repose, outre les arguments
pre´ce´dents, sur le the´ore`me de Thomas [Th05] qui montre que la conjecture de Hodge
implique que si α est une classe de Hodge non nulle dans H2n(X,Q(n)), on peut trouver
une section hyperplane Xp de X telle que la restriction de α a` Xp est non nulle. Un
the´ore`me de Lefschetz faible pervers permet d’en de´duire, si L est suffisamment ample,
la non-nullite´ de la singularite´ de να en p.
Il semble difficile de produire des singularite´s pour les fonctions normales. Un e´nonce´
dans cette direction est le suivant. C’est une application simple du the´ore`me 0.1 qui
apparaˆıt dans [Sc10].
Proposition 3.12. — Avec les notations ci-dessus, soit ν la fonction normale sur J
associe´e a` une classe de Hodge primitive non nulle dans H2n(X,Q(n)). Si le lieu des
ze´ros contient une composante de dimension strictement positive, ν est singulie`re en
l’un des points ou` l’adhe´rence de cette composante rencontre la varie´te´ duale X∨.
Il ne semble pas que ce dernier e´nonce´ permette d’obtenir des re´sultats d’existence
de cycles alge´briques.
4. MODE`LE DE NE´RON POUR LES FAMILLES DE JACOBIENNES
INTERME´DIAIRES
Cette partie est consacre´e a` une description du mode`le de Ne´ron de Schnell introduit
dans [Sc12], et a` des e´le´ments de preuve du the´ore`me 0.1.
4.1. Modules de Hodge mixtes
Comme entrevu dans la section pre´ce´dente, l’e´tude des fonctions normales sur une
base quelconque fait intervenir d’une part des faisceaux pervers et d’autre part des
arguments de poids. La construction par Saito de la cate´gorie des modules de Hodge
mixtes [Sa88, Sa90] est le pendant de la the´orie des faisceaux pervers ℓ-adiques de
[BBD82] au-dessus des corps finis et permet d’utiliser ce type d’arguments en the´orie
de Hodge. Nous rassemblons ici quelques e´le´ments de cette construction.
Dans tout ce qui suit, nous travaillons sur une base B analytique lisse, munie d’une
compactification partielle lisse j : B →֒ B. On note d la dimension de B.
Un module de Hodge mixte est un objet qui ge´ne´ralise la notion de variation de
structures de Hodge mixte. Sur B, un tel objet est constitue´ des donne´es suivantes :
– un faisceau pervers K a` coefficients rationnels, muni d’une filtration croissante W•
par des sous-faisceaux pervers,
– un DB-module re´gulier holonome M muni d’une filtration croissante W•,
– une bonne filtration croissante F• de M par des sous-OB-faisceaux cohe´rents.
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La filtration W• est la filtration par le poids, et la filtration F• est la filtration de
Hodge.
Via la correspondance de Riemann-Hilbert [Ka84, Me84], on exige que le faisceau
pervers associe´ a` M soit KC et que les filtrations par le poids se correspondent. Ces
donne´es sont soumises a` des compatibilite´s supple´mentaires de´finies par re´currence sur
la dimension de B a` l’aide des faisceaux de cycles e´vanescents et de cycles proches. On
dispose d’une notion de polarisation, et l’on ne conside´rera que des modules de Hodge
mixtes polarisables.
Un exemple de modules de Hodge mixte est donne´e par une variation admissible
H de structures de Hodge mixtes sur B. Le faisceau pervers associe´ est HQ[d], et le
DB-module est H muni de sa connexion plate. La filtration de Hodge est dans ce cas
donne´e par Fp = F
−p. Pour cette raison, nous utiliserons de´sormais des filtrations de
Hodge croissantes en faisant usage de la convention pre´ce´dente.
Le point remarquable de la the´orie de Saito est l’existence d’un formalisme des six
ope´rations que nous utiliserons librement. Si H est une variation de structures de Hodge
mixtes sur B, admissible relativement a` B, on dispose ainsi de l’extension interme´diaire
M = j!∗H . Le faisceau pervers sous-jacent a` M est obtenu par extension interme´diaire,
et le DB-module par extension minimale. Le fait que M soit un module de Hodge mixte
est une des conse´quences difficiles de la the´orie de Saito [Sa90, 3.10].
Il est a` noter que le DB-module sous-jacent a` un module de Hodge mixte n’est en
ge´ne´ral pas cohe´rent comme OB-module. C’est le cas seulement s’il correspond a` une
variation de structures de Hodge mixte.
4.2. Construction du mode`le de Ne´ron
La construction de Schnell est l’exact analogue, dans le cadre des modules de Hodge
mixtes, de la construction des jacobiennes interme´diaires en 1.3. Soit H une variation
de structures de Hodge polarisable pure de poids −1, admissible relativement a` B. Le
module de Hodge mixte correspondant est lui de poids d−1 – remarquer que le faisceau
pervers sous-jacent est HQ place´ en degre´ -d.
Soit M le module de Hodge j!∗M . Il s’agit d’un module de Hodge polarisable sur B,
pur de poids d−1 lui aussi. Soit Mˇ = DB(M)(1−d) le dual de Verdier deM , normalise´
pour avoir poids d − 1. Sa restriction a` B est le module de Hodge mixte associe´ a` la
variation de structures de Hodge H∨(1). On noteM (resp. Mˇ) le DB-module holonome
re´gulier sous-jacent a` M (resp. Mˇ).
La filtration de Hodge fournit un faisceau F0Mˇ cohe´rent sur B. Notons
p : T (F0Mˇ)→ B
le spectre de l’alge`bre syme´trique de F0Mˇ. Il s’agit d’un espace analytique au-dessus
de B, dont le faisceau des sections est (F0Mˇ)
∨. C’est en un certain sens l’espace total
du faisceau cohe´rent (F0Mˇ)
∨.
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Au-dessus de B, on dispose d’un morphisme du syste`me local HZ dans (F0Hˇ)
∨. Soit
maintenant
pZ : TZ → B
l’espace e´tale´ du faisceau j∗HZ sur B. C’est un espace analytique muni d’un isomor-
phisme local vers B dont les sections s’identifient aux sections de j∗HZ.
Comme en 1.3, l’inclusion de HZ dans (F0Hˇ)
∨ au-dessus de B correspond a` un mor-
phisme au-dessus de B
ǫ|B : (TZ)|B → T (F0Mˇ)|B.
La proposition 1.5 montre qu’il s’agit d’une immersion ferme´e d’espaces analytiques en
groupes.
Proposition 4.1. — Le morphisme ǫ|B se prolonge de manie`re canonique en un mor-
phisme holomorphe de groupes au-dessus de B
ǫ : TZ → T (F0Mˇ).
Preuve — Soit K le faisceau pervers sous-jacent a` M . Le faisceau K est l’extension
interme´diaire j!∗HQ[d]. En particulier, on a τ
≤−dK ≃ HQ[d]. D’autre part, par la corres-
pondance de Riemann-Hilbert, le faisceau pervers KC est quasi-isomorphe au complexe
de de Rham
DRB(M) = [M→ Ω
1
B
⊗M→ . . .→ Ωd
B
⊗M][d].
Ces deux remarques montrent que l’on a un isomorphisme canonique de faisceaux sur B
j∗HC → Ker(M→ Ω
1
B
⊗M).
Autrement dit, le faisceau j∗HC est le faisceau des sections plates de M.
Un argument de dualite´ montre que l’on a un isomorphisme canonique de faisceaux
sur B
Ker(M→ Ω1
B
⊗M) ≃ HomD
B
(Mˇ,OB).
Par bidualite´ et restriction, ces deux isomorphismes permettent de faire agir les sec-
tions de j∗HZ sur les sections de F0Mˇ. On en de´duit l’existence du morphisme ǫ.
De´finition 4.2. — Le mode`le de Ne´ron de Schnell associe´ a` la variation de structures
de Hodge H sur B est le groupe topologique quotient au-dessus de B
JS(H) = T (F0Mˇ)/ǫ(TZ).
Nous verrons plus bas que le morphisme ǫ est une immersion ferme´e. Cela permet
de montrer que JS(H) est muni d’une structure canonique d’espace analytique se´pare´
au-dessus de B.
Un point tout a` fait remarquable de cette de´finition est qu’elle est valable sans aucune
hypothe`se sur la ge´ome´trie du comple´mentaire de B dans B. Bien suˆr, on peut supposer
qu’il s’agit d’un diviseur car les variations de structures de Hodge s’e´tendent au-dessus
des ferme´s de codimension au moins 2.
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Cela rend le mode`le de Ne´ron ci-dessus particulie`rement adapte´ a` l’e´tude de la famille
universelle des sections hyperplanes d’une varie´te´. Cette situation est aborde´e dans
[Sc12-2]. De´crivons brie`vement un exemple concret. Je remercie Ge´rard Laumon de
m’avoir communique´ ses notes sur la ge´ome´trie de la courbe plane universelle.
Soit d un entier strictement positif, et soit C0 → P la famille universelle des courbes
planes de degre´ d. Une courbe de degre´ d ge´ne´rique intersecte la droite a` l’infini en d
points. Restreignons-nous aux courbes transverses a` la droite a` l’infini, et soit π : C → U
la courbe plane universelle obtenue en passant au reveˆtement de groupe Σd correspon-
dant et en se restreignant a` l’ouvert parame´trant les courbes re´duites.
Soit J la composante neutre du champ de Picard relatif de C/U . C’est un sche´ma
en groupes commutatifs lisse de dimension relative q = (d−1)(d−2)
2
. La restriction de J
a` l’ouvert de lissite´ V de π est bien entendu la famille des jacobiennes des fibres. Si H
est la variation de structures de Hodge de poids −1 associe´e a` R1π∗Z(1) au-dessus de
l’ouvert V , alors la restriction de J a` V est la jacobienne interme´diaire J(H). On peut
montrer le re´sultat suivant.
Proposition 4.3. — L’espace analytique sous-jacent au sche´ma en groupes J → U
est le mode`le de Ne´ron de Schnell associe´ a` la famille de jacobiennes interme´diaires
J(H) sur V ⊂ U .
Remarque 4.4. — Meˆme dans cette situation simple, la ge´ome´trie des de´ge´ne´rescences
n’est pas facile a` comprendre, et le comple´mentaire de V dans U est tre`s singulier.
Preuve (Esquisse) — Appliquons le the´ore`me de de´composition a` π. La dimension de
la base U est q + 3d− 1. On obtient une de´composition
Rπ∗Q[q + 3d] =
⊕
i
pH i(Rπ∗Q[q + 3d])[i].
Inte´ressons-nous comme dans 3.11 au faisceau pervers pH0(Rπ∗Q[q+3d]). Sa restriction
a` l’ouvert de lissite´ V est e´gale a`
j∗ pH0(Rπ∗Q[q + 3d]) = R
1π∗Q[q + 3d− 1].
Le the´ore`me du support de Ngoˆ [Ngoˆ10, 7.2.1] – que l’on pourrait remplacer dans ce
cas par le the´ore`me de Lefschetz pervers de [BFNP09] ou par [Sc10] – montre, apre`s un
argument de spe´cialisation, que le faisceau pervers pH0(Rπ∗Q[q+3d]) admet U comme
support strict. Autrement dit, on a
pH0(Rπ∗Q[q + 3d]) = j!∗R
1π∗Q[q + 3d− 1] = IC(R
1π∗Q).
Le the´ore`me de de´composition ci-dessus est encore valable dans la cate´gorie des mo-
dules de Hodge mixtes, et l’e´galite´ ci-dessus vaut dans cette cate´gorie par pleine fide´lite´
de la correspondance de Riemann-Hilbert. Cela montre que, dans la cate´gorie des mo-
dules de Hodge mixtes, on a un isomorphisme canonique
H0(Rπ∗Q[q + 3d]) = j!∗H
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ou` H est la variation de structure de Hodge pure de poids −1 associe´e a` R1π∗Q(1).
L’e´galite´ pre´ce´dente permet de relier le mode`le de Ne´ron de Schnell, construit a` partir
du module de Hodge de droite, a` la ge´ome´trie de π. Il n’est pas tre`s difficile d’en de´duire
le re´sultat annonce´.
4.3. Se´paration du mode`le et extension des fonctions normales
Nous de´crivons maintenant, sans preuves, les principales proprie´te´s du mode`le de
Ne´ron construit ci-dessus. On garde les notations de la partie pre´ce´dente. Tous les
re´sultats sont tire´s de [Sc12].
Proposition 4.5. — Le morphisme
ǫ : TZ → T (F0Mˇ)|B
est une immersion ferme´e propre.
Une conse´quence imme´diate de ce qui pre´ce`de est la proprie´te´ fondamentale suivante.
The´ore`me 4.6. — Le mode`le de Ne´ron JS(H) est un espace analytique – en particu-
lier se´pare´ – sur B.
Cette proprie´te´ de se´paration est celle qui ne vaut pas pour le mode`le de Zucker.
C’est pour cette raison que l’utilisation des D-modules est plus efficace ici que celle de
l’extension de Deligne, qui choisit de prolonger le fibre´ vectoriel en perdant la structure
diffe´rentielle – puisque la connexion de Gauss-Manin acquiert des singularite´s.
Le fait que le DB-module apparaissant dans la de´finition de J
S(H) n’est pas cohe´rent
comme OB-module n’est pas geˆnant car on peut ne travailler qu’avec un sous-fibre´ de
Hodge qui lui est de type fini.
Ce qui pre´ce`de assurant que le mode`le de Ne´ron JS(H) est un objet analytique
raisonnable, on peut analyser les proprie´te´s de prolongement des fonctions normales.
Proposition 4.7. — Soit ν : B → J(H) une fonction normale admissible relative-
ment a` B. La fonction normale ν se prolonge en une section B → JS(H) si et seulement
les singularite´s de ν sont toutes nulles.
En fait, on peut montrer plus ge´ne´ralement que les sections globales horizontales
de JS(H), pour une notion d’horizontalite´ ade´quate, sont exactement les fonctions
normales admissibles non-singulie`res ν : B → J(H).
Le re´sultat pre´ce´dent re´sulte des bonnes proprie´te´s de fonctorialite´ de JS(H). Ce qui
suit est plus difficile.
The´ore`me 4.8. — Soit ν : B → J(H) une fonction normale admissible relativement a`
B. L’adhe´rence topologique du graphe de ν dans JS(H) est un sous-ensemble analytique
de JS(H).
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On en de´duit imme´diatement le the´ore`me 0.1 – dans le cas au moins des variations
de structures de Hodge de poids −1.
4.4. E´le´ments de preuve
Nous donnons pour conclure quelques e´le´ments de preuve des re´sultats annonce´s dans
la section pre´ce´dente. La proprie´te´ la plus simple est celle de prolongement des fonctions
normales admissibles sans singularite´s.
Preuve de la proposition 4.7 — Par [Sa96], la fonction normale admissible ν
correspond a` une extension de modules de Hodge mixtes
(3) 0→M → N → Q[d]→ 0.
D’autre part, la nullite´ des singularite´s de ν signifie pre´cise´ment que l’on a une ex-
tension de faisceaux de groupes abe´liens sur B
(4) 0→ j∗HZ → j∗H
′
Z → Z→ 0
obtenue en poussant en avant l’extension correspondant a` ν sur B.
Le raisonnement de la proposition 2.2 s’applique : relevant localement la section
triviale du syste`me local Z dans la suite exacte (4) et dualisant la suite exacte de DB-
modules sous-jacente a` (3), on produit effectivement par bidualite´ et restriction des
sections locales de (F0Mˇ)
∨ bien de´finies a` des sections de j∗HZ pre`s, soit une section
globale de JS(H). Cela conclut.
Les preuves de la proposition 4.5 et du the´ore`me 4.8 sont plus difficiles. On peut
remarquer tout d’abord que les deux re´sultats sont analogues. Soit ν une fonction
normale admissible comme dans le the´ore`me 4.8. Elle induit une extension de syste`mes
locaux sur B
0→ HZ → H
′
Z → Z→ 0.
Soit Tν le sous-espace de l’espace e´tale´ du faisceau H
′
Z correspondant aux sections
s’envoyant sur 1 par la suite exacte pre´ce´dente. On a un morphisme au-dessus de B de
Tν dans T (F0Mˇ) obtenu comme plus haut. Le the´ore`me 4.8 revient essentiellement a`
montrer que l’adhe´rence de l’image de Tν dans T (F0Mˇ) est un sous-ensemble analytique.
Si maintenant la fonction normale ν est identiquement nulle, Tν s’identifie a` la res-
triction de TZ a` B s’envoyant dans T (F0Mˇ) par ǫ. A` la proprie´te´ d’injectivite´ pre`s, les
e´nonce´s de 4.5 et 4.8 se correspondent.
On conside`re maintenant la proposition 4.5 seulement. C’est la fonctorialite´ de JS(H)
qui permet de se ramener a` une situation ge´ome´trique accessible – elle ne permet ce-
pendant pas par elle-meˆme de montrer que le morphisme ǫ est une immersion ferme´e.
Montrons d’abord comment obtenir l’injectivite´ de ǫ. Il suffit de raisonner fibre par
fibre. Soit i : {b} →֒ B l’inclusion d’un point dans B. SoitH la structure de Hodge mixte
H−di∗M . Il s’agit d’une structure de Hodge mixte dont tous les poids sont infe´rieurs a`−1
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car le poids deM est d−1. On peut montrer, via la the´orie des cycles e´vanescents, qu’elle
est munie d’une structure entie`re via l’inclusion de TZ,b et que l’on a une surjection
T (F0Mˇ)b → HC/F0HC
compatible aux inclusions de TZ,b. Comme les poids de H sont infe´rieurs a` −1, TZ,b
s’identifie a` un sous-groupe discret de HC/F0HC. Cela montre que la restriction de ǫ a`
TZ,b est injective.
Soit f : C → B une application holomorphe. On suppose que l’image re´ciproque C
de B est dense dans C. Soit dC la dimension de C. Soit M
f le module de Hodge mixte
Mf = Hd−dCf !M(d − dC).
Cette formule traduit la construction suivante : le module de Hodge mixte Mf est
l’extension interme´diaire de C a` C du module de Hodge mixte associe´ au tire´ en arrie`re
a` C de la variation de structures de Hodge H sur B. La fonctorialite´ pour les modules
de Hodge mixtes donne un morphisme canonique
F0Mˇ
f → f ∗F0Mˇ.
C’est un isomorphisme au-dessus de C. Suivant ces compatibilite´s, on obtient la fonc-
torialite´ des mode`les de Ne´ron sous la forme d’un morphisme holomorphe canonique
JS(H)×B C → J
S((f|C)
∗H).
Par un raisonnement semblable a` celui que nous avons utilise´ pour montrer l’injec-
tivite´, la fonctorialite´ ci-dessus permet de ramener la preuve de la proposition 4.5 – et
celle du the´ore`me 4.8 – pour H a` celle pour f ∗H si f est propre.
Apre`s re´solution des singularite´s du comple´mentaire de B dans B, passage a` un
reveˆtement fini et restriction a` un ouvert, cela permet de se ramener au cas ou` B est
un produit (∆∗)d) de disques e´pointe´s inclus dans B = ∆d.
Dans cette situation, l’extension interme´diaire M admet une description explicite en
termes de l’extension de Deligne H de H. L’extension de Deligne est un sous-faisceau
de j∗H. Ce dernier est muni d’une structure de DB-module venant de la connexion
de Gauss-Manin sur H. Le DB-module M est alors le DB-module engendre´ par H.
Autrement dit, les sections de M sont les diffe´rentielles ite´re´es des sections de H. La
filtration de Hodge de M est la convolution de la filtration venant de l’extension des
fibre´s de Hodge de H a` H et de la filtration de DB par l’ordre des formes diffe´rentielles.
C’est cette description qui explique pourquoi le mode`le de Ne´ron de Schnell est se´pare´
tandis que l’extension de Zucker ne l’est pas. En effet, montrer que le morphisme ǫ est
une immersion ferme´e revient a` montrer que les sections de F0Mˇ, via la polarisation,
se´parent uniforme´ment les sections de j∗HZ au voisinage des points du comple´mentaire
de B dans B. D’apre`s ce qui pre´ce`de, il y a plus de sections de F0Mˇ que de sections de
H.
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C’est ce point qui permet a` Schnell de de´montrer la proposition 4.5 et le the´ore`me 4.8.
La mise en œuvre technique de cette ide´e repose sur des estime´es de´licates venant de la
the´orie de Schmid, et notamment d’un the´ore`me de l’orbite SL2 prouve´ dans [KNU08].
Il s’agit ici de borner les normes de certaines classes de cohomologie re´elles, et ce sont
ces bornes qui expriment le caracte`re propre de ǫ.
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